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日常生活中，當某兩人想要由他們當中任意選出一人（例如要決定某餐飯該由誰請客），

常用的決定方式是猜拳，透過剪刀石頭布來定輸贏。另一個也很常用的作法是投擲硬幣，例

如將一枚 10元硬幣往上拋出讓它自由落下，靜止後如果朝上的一面是「人頭」就算張三贏，

否則算李四贏。 

本文中，我們將一枚硬幣的兩面分別稱作「人頭」和「梅花」，並且假設投擲的結果每一

面朝上的機率都是 2/1 。我們已經知道透過投擲一枚硬幣一次就能從兩人中決定出一位贏

家，每個人獲勝的機率都是 2/1 。 

如果現在有 A和 B兩人想要透過投擲一枚硬幣來定輸贏，不過希望能讓 A獲勝的機率是

3/1 （B獲勝的機率為 3/2 ），他們該怎麼做呢？簡單，只要由 B開始，兩人依 BABABA⋯⋯

的順序交替投擲這枚硬幣，並且約好誰先擲出人頭就是贏家就行了。 

要分析 A和 B獲勝的機率各是多少，我們首先注意到 B只可能在硬幣被投擲了奇數次時

成為贏家，而 A 只可能在硬幣被投擲了偶數次時成為贏家；A 在硬幣被投擲兩次後成為贏家

的機率為 4/1)2/1( 2 = （這兩次投擲的結果依序為梅花、人頭），在硬幣被投擲四次後成為贏

家的機率為 4)2/1( （四次投擲結果依序為梅花、梅花、梅花、人頭），在硬幣被投擲六次後成

為贏家的機率為 6)2/1( 等；因此 A成為贏家的機率為 
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利用我們在中學學過的等比級數求和公式可知上式的值為 3/1 ，正是我們希望的結果。 

有沒有什麼方法可以讓 A成為贏家的機率是 5/1 、 7/3 、或其他的數呢？本文接下來將說

明，對任意一個介於 0與 1之間的實數α，我們都能利用硬幣的投擲使得 A成為贏家的機率

等於α。請注意這裡的α甚至可以是無理數（例如 π/1 ）。 

我們所用的觀念是：透過投擲硬幣可以隨機產生一個介於 0 與 1 之間的實數β，而如果

我們在 αβ < 時判定 A是贏家，在 αβ ≥ 時判定 B為贏家，那麼 A成為贏家的機率自然就等於

α了（見下圖）。 

 
如何透過硬幣的投擲來隨機產生一個介於 0與 1之間的實數 β呢？如果我們用 0代表人

頭，1代表梅花，那麼經由一連串投擲可以產生一連串的 0與 1；只要我們在這個由 0和 1排
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列而成的字串的最前面補上一個小數點，所得就可以視為一個「二進位純小數」，這就是我們

所要的 β；也就是說，如果我們將第一次投擲的結果（一個 0 或 1）記作 1β ，第二次投擲的

結果記作 2β 等，那麼 

K321.0 ββββ =  

就是一個介於 0與 1之間而且是隨機產生的實數（已被表成了二進位數）。請注意 β可能的值

最小為 0)0000.0( 2 =K ，最大為 1)1111.0( 2 =K 。 

由於α是已知的數，因此在投擲之前我們可以先將α表成二進位數： 

K321.0 αααα =  

其中的每個 iα （ K,3 ,2 ,1=i ）為一個 0或一個 1。 

接著我們需要知道如何判定α與 β之間的大小關係；這並不難，我們只須從小數點後的

第一個位數開始依序比較 1α 與 1β 、 2α 與 2β 、 3α 與 3β 等，直到找到第一個不相等的位數即可

判定α與 β何者較大；因此硬幣最少須投擲一次（投擲的結果為 1β ），只有當 11 αβ = 時才須

投擲第二次，只有當 2β 又等於 2α 時才須投擲第三次，只有當 3β 又等於 3α 時才須投擲第四次

等，投擲持續進行到第 k 次的結果 kβ 不等於 kα 為止；如果此時 0=kβ 且 1=kα ，那麼可以確

定 αβ < ，因此判定 A是贏家，否則判定 B是贏家。 

雖然上述作法很顯然會使得 A成為贏家的機率為α，但是我們也不妨換個角度，從連續

投擲的觀點來看看 A成為贏家的機率是多少。從上述投擲過程可知表示成二進位數後的α的

所有位數為 1之處就對應到所有 A可能成為贏家之處；如果α的二進位表示方式中 1出現的

位置從小數點之後開始算分別是第 K,,, 321 nnn 個位置，那麼 A 成為贏家可能發生於第 1n 次投

擲之後（此時α與 β的前 )1( 1 −n 個位數都相同而且 0
1

=nβ , 1
1

=nα ），或是第 2n 次投擲之後（α

與 β的前 )1( 2 −n 個位數都相同而且 0
2

=nβ , 1
2

=nα ），或是第 3n 次投擲之後等，因此 A成為贏

家的機率為 
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從二進位小數的表示方式來看，此數正是α。 

我們回頭再看看前面的問題。由於 3/1 表成二進位數為 
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其中的 1 出現於小數點後的 K,6 ,4 ,2 等偶數位置，因此若由 B與 A 交替投擲硬幣，A 先擲出

人頭的機率為 3/1 現在看起來自然是理所當然了。 

最後附帶一提， π/1 的值為 K83183098861.0 ，表成二進位數是 K111100101000101.0 ；

將十進位數轉換成二進位數的方法是一般計算機概論或數位電路相關課程必會教到的主題。

本文裡，我們看到了二進位數在電路之外的一個有趣的應用。 

 


