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去年台灣度過了紛紛攘攘的一年；聯合報於年底舉辦的「台灣 代表字票選」活動中，

邀請了多位社會知名人士分別用一個字來形容過去一年的台灣，作家白先勇所選擇的就是個

「亂」字，理由呢？他說：「無須解釋，大眾應能理解。」 
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的確，一般人對什麼叫做「亂」也許不容易講得清楚，卻都能明顯感受到跟過去比起來，

去年確實是亂了點。數學上，我們同樣不容易對什麼是「亂」下一個嚴謹的定義，不過如果

將兩個數列拿給某人看，其中一個是由亂數組成而另一個不是，並要他分辨何者是亂數，他

通常在稍作觀察後都能很篤定地作出自己的判斷。 

我們來做個實驗吧，下面這兩個「位元字串」（也就是由0 和1組成的字串）的長度都是

，雖然它們看起來都很亂，不過其中只有一個字串是由真正的亂數組成（就像是將一枚

硬幣投擲 200 次所得的結果一樣）；請你稍作觀察，看看能不能判斷出哪一個才是真正的亂

數字串。 
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第一個字串： 

第二個字串： 

如果你對於要如何判斷沒什麼頭緒的話，我可以給你一個提示：觀察每個字串中連續的

的長度最長可達多長，我們發現第一個字串的第一列中出現了連續七個 及連續八個0 的情

形，整個字串更在許多地方出現連續五個 和連續六個 ；反觀第二個字串，最多則只有三

個 連在一起（在整個字串中出現了好幾次）。 
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哪一個字串是由亂數組成的應該已經很明顯了；不過如果你以為答案是第二個字串，那

你就錯了（如果你猜的是第一個字串，恭喜你答對了）。事實上，對任意一個長度為 的

亂數位元字串，經由簡單的推導（稍後詳述）我們不難發現，字串中會出現連續八個0 的機

率並不低，大約是0.320，而字串中找得到連續四個 的機率更是高達0.999，幾乎是一定會

發生的事；第二個字串中最多竟只有三個 連在一起，顯然有問題。 
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以下我們將透過遞迴的概念來探討對一個長度為 的亂數位元字串而言，字串中找得到

連續 個 的機率是多少。我們將此機率記作 。 
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如果一個長度為 的位元字串中有連續 個 ，那麼這連續 個 有可能在字串的前



)1( −n 個位元中即已出現（發生的機率為 ),1( knp − ），也可能尚未出現；如果尚未出現，那

麼整個字串的最後一個位元必定是構成連續 個 的最後一個0 ，如下圖所示： k 0
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這種情形發生的機率為 
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綜合以上兩種情形，我們有了下面的遞迴關係： 
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及 ，我們已經可

以推算出任意 的值了。當然，對較大的 而言，這種計算工作最好透過程式請電腦來

代勞。 
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圖一是針對幾個特定的 與 值計算 所得的結果（僅為近似值），前面提到的在

長度為 的字串中找得到連續四個 和連續八個 的機率都可在此表中看到（以陰影顯

示）；圖二則是針對幾個不同的 值將 對 作圖的結果，由圖形我們能方便地觀察到

隨著 而變的走勢。 
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n 
k 50 100 150 200 

2 1.000 1.000 1.000 1.000

3 0.983 1.000 1.000 1.000

4 0.827 0.973 0.996 0.999

5 0.552 0.810 0.920 0.966

6 0.315 0.546 0.699 0.801

7 0.165 0.318 0.442 0.544

8 0.084 0.170 0.249 0.320

9 0.041 0.088 0.131 0.173
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接下來我們把上面的問題稍作延伸，計算對一個長度為 的亂數位元字串而言，字串中

找得到連續 個 或連續 k 個1的機率是多少（前面只單純考慮 而未考慮1）。我們將此機率

記作 。雖然這個問題也可以仿照前面推導 的作法從頭再來一遍，不過其實有更

聰明的作法。 
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對任意一個亂數位元字串，我們進行如下操作：對字串中的任意兩個相鄰的位元，如果



這兩個位元的值相同（即同為 或同為1），我們將這兩個位元的關係用一個 表示，如果相

異則用一個 表示；這樣一來，我們可以把一個長度為 的位元字串轉換成另一個長度為

且由S和 組成的字串。以位元字串10001011110為例，轉換後的字串為DSSDDDSSSD，

如下圖所示。 

0 S

D n

)1( −n D

1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0
D S S D D D S S S D

 

由上面的轉換過程我們不難看出，如果原來的位元字串中有連續 個 或連續 個1，轉

換後的字串中必有連續 個S；反過來說，如果轉換後的字串中有連續 個S，那麼

原來的位元字串中也必有連續 個 或連續 k 個1。因此，長度為 的位元字串中有連續 個

或連續 k 個1的機率就等於轉換後的字串（長度為
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)1( −n ）中有 )1( −k 個S 的機率。由於轉換

後的字串僅由S和 組成，這其實也是某種形式的「位元」字串，所以我們根本不需要另起

爐灶來推導 ，因為 就等於

D

),(n kq ),(nq k )1,1( −− knp 。下面是針對幾個特定的 和 值計算

所得的結果及作圖： 
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n 
k 50 100 150 200 

2 1.000 1.000 1.000 1.000

3 1.000 1.000 1.000 1.000

4 0.981 1.000 1.000 1.000

5 0.821 0.972 0.996 0.999

6 0.544 0.807 0.918 0.965

7 0.309 0.542 0.697 0.799

8 0.162 0.315 0.440 0.542

9 0.082 0.169 0.247 0.318
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由上表我們看到 的值大約是0.542，因此對一個長度為 的亂數位元字串來

說，在字串中找得到連續八個 或連續八個1的機率其實比找不到的機率還高。話雖如此，如

果你叫學生在紙上寫出一個長度為 的位元字串，而且希望這個字串「越亂越好」，最好

能像真正的亂數一樣亂，大概很少有學生敢讓連續八個0 或連續八個1出現在所寫出的字串

中；這其實蠻弔詭的──真正的亂並不會太亂，太亂的反而不是真亂。真正的混亂原來並不

如一般人所想的那麼亂，而是在混亂中自有一定的秩序。 
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前述聯合報的選字活動中，李家同教授所選的就是個「序」字，他認為台灣過去一年雖

然讓人覺得很亂，但其實亂中有序，何況國外有許多地方的族群問題和經濟問題都比台灣嚴

重得多，只要我們不自亂陣腳，對未來有自信，台灣在這一波金融風暴中「應可全身而退」。 

但願如此！ 

 


