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張三頗好杯中物，喜歡在下班後到某間酒吧喝上幾杯，然後帶著醉意踏著踉蹌的腳步去

找朋友聊天；他的兩個好朋友的家與這間酒吧位在同一條巷子裡，與酒吧的距離分別是 30 步

與 70 步，如下圖所示（我們將張三在巷子裡的走動看成是在數線上左右移動）： 

 

如果張三喝完酒想找朋友時心中都沒有預設的對象（找到任何一個朋友皆可），而且由於

頭腦已經分不清方向，張三在行走途中的每一步往右與往左的機率都是 2/1 ，請您猜猜看，

他從上圖的坐標 30 出發後直到走到任何一個朋友的家為止，平均而言大約需走幾步？（即，

他從酒吧走到任何一個朋友的家所需步數的「期望值」是多少？） 

先看較簡單的情形。如果酒吧位於坐標 1 而張三的兩個朋友的家分別位於坐標 0 及 2，

很顯然張三只需走一步就行了，所需步數的期望值（以下記為 E）為 1。如果酒吧位於坐標 2

而兩個朋友的家分別位於 0 及 4 呢？由於張三所邁出的最前面兩步不外乎左左、左右、右左、

右右等四種可能，我們將各種情形發生的機率以及所需步數整理如下： 

行走順序 機率 總步數 

左左 4/1 2 

左右 … 4/1 E+2  

右左 … 4/1 E+2  

右右 4/1 2 

上表中，如果最前面兩步是左左或右右，那麼張三走了兩步之後就已經到達某個朋友的家，

因此總共只需走兩步；如果最前面兩步是左右或右左，那麼張三走了兩步後只是回到起點，

一切須重新開始，因此平均而言還需走 E 步（總共走了 E+2 步）。由於整個行走過程所走的

步數的期望值為 E，因此 
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由此式可解得 4=E 。 

現在回到原來的問題。我們考慮更具一般性的情形：假設張三的兩個朋友的家分別位於



坐標 0 及 L，而且我們希望求出以坐標 k 為起點走到 0 或 L 為止所需步數的期望值（記作 kE ）

是多少；我們原來的問題中 100=L 且希望求出 30E 的值。請注意 00 == LEE ，因為如果起點

為 0 或 L，那麼張三不用走就已經到了。 

還是用遞迴的方式來思考。對任意起點 k（ 11 −≤≤ Lk ），張三從 k 出發走了一步之後可

能的位置有 1−k 與 1+k 兩種可能（發生的機率各是 2/1 ）；既然以 1−k 為起點時所走的步數的

期望值為 1−kE ，以 1+k 為起點時所走的步數的期望值為 1+kE ，下面這個關係一定成立： 

)1(
2
1)1(

2
1

11 +− +++= kkk EEE  

也就是 

, 1
2
1

2
1

11 ++= +− kkk EEE    11 −≤≤ Lk . 

只要將上式配合已知的 00 == LEE ，我們就有了足夠的資訊來求出任意 kE 的值。由於上式又

可寫為 
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如果我們令 1+−= kkk EEf ，那麼上式可簡潔地表為 21 += −kk ff ，可知數列 110 ,,, −Lfff K 的任

意連續兩項之間都差 2，因此一般而言， kffk 20 += 。我們須設法求出 0f 的值。 

如果我們將所有的 kf 相加，得 
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然而另一方面， 
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因此 0)1( 0 =−+ LfL ，解得 Lf −= 10 。有了 0f 的值，要求出任意 kE 就不難了，因為 
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因此對任意起點 k，由 k 走到 0 或 L 所需步數的期望值就等於由起點到 0 與由起點到 L 這兩

段距離的乘積。我們原來的問題所求的 30E 因此等於 21007030 =× ；這比一般人憑直覺所做的

猜測還要大上很多。  

上面的關係也說明了如果張三的兩個朋友的家分別位於坐標 0 及 100 處，而酒吧位在坐

標 1，平均而言張三需走 99 步才能走到任何一個朋友的家；這更是違反一般人的直覺，因為

對張三而言，他的兩個朋友中有一個根本是「一蹴可幾」的，所需步數的期望值似乎不應該



那麼大。為了驗證上面的結論的正確性，筆者實際寫了一個程式來模擬張三的行走過程，從

1 出發直到走到 0 或 100 為止，並且讓該程式連續做 10000 次來取平均，所得的平均步數大

約是 93.62 ── 果然與直覺不符。 

如果酒吧是位於一條死巷裡，而且張三的某個朋友的家與酒吧相距 L 步，那麼張三由酒

吧出發後直到走到這位朋友的家為止所需步數的期望值又是多少呢？下圖中，我們將巷底以

及張三的朋友家的坐標分別定為 0 及 L，而張三的行走過程是由某點 k 出發直到走到 L 為止： 

 

請注意由於巷子是死巷，因此如果張三在某個時刻走到了坐標 0，他的下一步非往右走

到坐標 1 不可。如果我們仿照前面的作法，將張三由 k 出發後走到 L 為止所需步數的期望值

記作 kE ，那麼我們已經知道 0=LE 且 10 1 EE += 。我們同樣令 1+−= kkk EEf ，同樣可導出

21 += −kk ff ，不過此時的 0f 很容易求得： 
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既然有了 0f 的值，我們可求出對任意起點 k（ Lk <≤0 ）， kE 的一般式為 
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上式的一個較特殊的情形發生於 0=k ，也就是酒吧正好位於巷底時；此時 2
0 LE = ，因此

所需步數的期望值單純地就等於酒吧與朋友家的距離的平方；如果兩地的距離增為兩倍，平

均而言張三將需要花原來的四倍的力氣才能走到。 

細心的讀者也許已經看出酒吧位於死巷的問題其實只是前面的問題的特例，相當於前面

的問題中酒吧位於坐標 k 而兩個朋友的家分別位於 L 與 L− 的情形；我們可想像在原點（坐

標 0 處）立著一面鏡子可以將張三在前面的問題中所有原本在原點左方的行走路徑反射到原

點右方，這樣一來就有了我們剛才的問題中的「死巷」的效果，如下圖所示： 

朋友 朋友

0L Lk
 

由於上圖中酒吧與兩個朋友的家的距離分別為 kL − 與 kL + ，由前面的問題的結論我們知道

張三從酒吧走到任何一個朋友家所需步數的期望值為 22))(( kLkLkL −=+− ，正與我們稍早所

得的結果相同。 

數學上常將物體在空間中隨機改變方向但步長固定的移動稱做「隨機行走」（random 

walk），在一度空間及二度空間時由於情境可生動地用醉漢的走路方式來描述，因此也常稱做

「醉漢行走」（drunkard’s walk）。本文探討的問題即屬於在一度空間中隨機行走的問題。 


